Annales Mathématiques Africaines 
Volume 3 (2012) pp. 111-128 


COUVERTURE PLATE DANS LES DUO - ANNEAUX 
INTEGRES NON NECESSAIREMENT COMMUTATIFS 


Mohamed Ben Fraj BEN MAAOUIA * and Mamadou SANGHARE ** 


* UFR des Sciences Appliquées et Technologie 
University Gaston Berger Saint-Louis (UGB) 


email : maaouiaalg@hotmail.com 


** Université Cheikh Anta Diop de Dakar (UCAD) 


email : Mmamsanghare@hotmail.com 


RÉSUMÉ. Dans ce Papier nous étudions l'existence de la couverture plate sur 
certaines classes de duo-anneaux intègres. On montre que tout A-module ad- 
met une couverture plate dans le Cas Où À est semi hériditaire ou de duo 
Dedekind ou de valuation discrète non necessairement commutatif. 

Nous étendons cette étude aux complètés des À - modules dans un duo- 
anneau intègre. 
Nous montrons que le morphisme canonique de T, —; (K(p))) est une 
couverture plate, où T, = A9 est le P,-complété du A°-module libre 


engendré par X. 


Abstract : 

In this paper, we Study the existence of flat cover in some class of integral 
duo-rings. We prove that every A-module has à flat cover in each of the three 
following cases : (i) A is semi-hereditary, (ii) Ais a duo-Deddkind ring and 
(Gi) À is a discrete valuation ring not necessarily commutative. 

We extends this work to the case Of completion A-module where À is a 
duo integral ring. 

We prove that the canonical morphism : Tp —; ( K(P)) CO is a flat cover 


where Th — AGO is the Pp-completion of the free A p-module generated by X. 


PRE SN ES 
2010 Mathematics Subject Classification. 16 D40, 16 L30. 
Key words and phrases. Localisation et couvertures plates. 

111 





112 MOHAMED BEN FRAJ BEN MAAOUIA AND MAMADOU SANGHARE 


1. Introduction 


La notion de couverture plate est une généralisation de celle de couverture 
projective. Les couvertures plates n'existent pas en général (voir [12]). Dans ce 
papier, nous étudions l'existence des couvertures plates dans certaines classes de A 
_ modules sur un duo -anneau intègre non nécessairement commutatif. 

Dans ce papier nous procédons Comme suit : 

Dans la 2ème section, nous donnons les définitions clés notamment d’une cou- 
verture plate, d’une enveloppe pure injective. Ainsi des résultats sur le localisé A, 
d’un duo-anneau intègre À en P, où P est un idéal premier de A (voir [3|, [4] et 
(71). 

Dans la section 3, nous montrons que si A est un duo - anneau intègre, alors 
un A-module à gauche sans torsion est injectif si et seulement si _il est divisible. 
Nous établissons que tout 4-module sans torsion admet une ST-couverture. Nous 
montrons aussi que si À est un duo - anneau intègre semi-hériditaire (duo-anneau de 
Prufer) la classe des A-modules sans torsion coïncide avec la classe des A-modules 
plats. Nous en déduisons que si À est un duo-anneau intègre semi hériditaire tout 
A-module admet une couverture plate de même si A est un duo-anneau de Dedekind 
et si À est un anneau de valuation discrète non nécessairement commutatif. 

Dans la section 4, nous définissons de la même manière que dans le cas commu- 
tatif les notions de complétés (I-complété) et de séparabilité (I-séparabilité) d’un 
A-module à gauche (voir [2], chapitre 10 (complétions) et [12], chapitre 4. Nous 
utilisons le fait que si À est un duo-anneau intègre alors pour tout idéal premier 
P, l'anneau localisé Ap est local d’idéal maximal PP et que Ap/PP est isomorphe 
à K(P) qui est l’anneau de division de A/P. Aussi nous utilisons et généralisons 
les notions de complété d’un AP-module libre noté par TP? qui est une couverture 
plate. 

Enfin nous rappelons la définition d'un module de cotorsion : un A-module 
C' est dit de cotorsion si Ext}(F,C) = 0, pour tout A-module à gauche F. Nous 
montrons que si À est un duo - anneau intègre et F un A-module à gauche, alors 
les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) F est une couverture plate d’un A-module de cotorsion. 

ii) F est un A-module plat et de cotorsion. 

ii) F est isomorphe à II j POP «À, D Spec(A). 


pEeX 
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2. Définitions et résultats préliminaires 


DÉFINITION 2.1. Soient M un A-module à gauche, Fun A-module à gauche 
plat et f:F — y Un morphisme de A-modules à gauche. Alors Î est dit : 

1) Précouverture plate si pour tout A-module à gauche plat F' ef pour tout 
Mmorphisme f': EF"; y , existe un Mmorphisme h: EF; p tel que f'= foh 

ü) Couverture plate s'il est une Précouverture et de Plus pour tout Morphisme 


RES F0) que f=foh alorsh est un automorphisme. 


PROPOSITION 2.2 ne AN DRE || Un mMmorphisme de A-modules à gauche 
où Fest plat. Alors Î est une Précouverture plate si el seulement si le Mmorphisme 
Suivant : 

Homa(F",F), À Hom(Ft M) 
h + foh 


ESl Un Épimorphisme, Pour tout A-module à gauche Plat EF”. 


Preuve. D’après la définition d’une Couverture plate si f’ € Homa(F', M) 
alors il existe À : F” —_; F'tel que f’ = oh ce qui implique F°*(R) = f' d'où J" est 
un épimorphisme. Et d’autre Part, Supposons f* est un épimorphisme alors pour 
tout f € Homa(F", M) il existe À : F' —_, F tel que f"(h) = f' donc foh=f'ce 
qui implique que f est une Pré-couverture. O 


PROPOSITION 2.3. Soit f:F —; M Une pré-couverture plate de 


A-modules à gauche. Alors f est un épimorphisme. 


Preuve. Soit F' = 4(M) le A-module libre engendré par M(A(M) oct plat) 
et soit f’ : AM) _, y l’épimorphisme Canonique. Soit À : AM) _, p tel que 
f"=fokh. Donc [ok est un épimorphisme d’où J est un épimorphisme, 0 


DÉFINITION 2.4. Soient N,M et I {rois À - modules à gauche. Alors la suite 
le, R s 
eTacte courte 0 —> N —} M À; LS 0 est dite PUTE St pour tout À - module 
à droite S la suite courte 


D SNS SQu A soL-_ 0 
A A 


est exacte. 


DÉFINITION 2,5. Soit ON M —, L —0 yne suite exacte courte 
Pure de À - modules à gauche. Alors 

a) N est dit sous - Module pur de M 

b) M est dit une CTtension pure de N. 
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DÉFINITION 2.6. Soit E un À - module à gauche. Alors E est dit pur ingectif 
si pour toute suite pure 0 —+ N “+ M PE Là O et pour tout morphisme 
f:N—E il existe un morphisme g: ME tel que goa= f. 


REMARQUE 2.7. 1°) La définition de module pur injectif est équivalente à E 
est pur injectif si pour toute suite pure 0 —> N 3 L FEMES 0, alors la suite 


0 —> HomA(M,E) —+ Homa(L,E) —> Homa(N,E) — 0 


est exacte. 


2°) Tout module injectif est pur injectif. 


DÉFINITION 2.8. Soient M un A-module à gauche, E ‘un A-module à gauche 
ingectif et f: M —> E un morphisme de A-modules à gauche. Alors f est dit : 

i) Pré-enveloppe pure injective si pour tout morphisme g : M — E' où E’ est 
pur ingectif, il existe un morphisme h : E — E' tel que ho f = g. 

ii) Enveloppe pure injective s'il est une pré-enveloppe pure injective et de plus 


pour tout morphisme h:E —> E vérifiant ho f = f est un automorphisme. 
LEMME 2.9. Tout À - module admet une enveloppe pure injective. 


REMARQUE 2.10. L'enveloppe injective d’un À - module à gauche est pure 
injective. 

Dans la suite l’enveloppe injective d’un A-module à gauche M est notée par 
E(M). 


DÉFINITION 2.11. 


(1) Soit À un anneau. On dit que À est un duo - anneau si pour tout a € À 


nous avons aÀA — Aa. 


(2) Une partie S d’un anneau À est dite multiplicative si elle est stable pour 
la multiplication. Et si 1 € S, alors la partie multiplicative S de À est dite 


saturée si, pour tout s,t € À: 


#HtES—seS et tes. 


(3) Définition : Soit S' une partie multiplicative saturée d’un anneau A. On 


dit que S vérifie les conditions de Ore à gauche si : 
i) Vae A, VsEeS Wexistet ES et bE À tels que ta = bs 


ii) a € À, siseS tel que as = 0, alors il existe tE S tel que 
ta = 0. 
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(4) Un idéal bilatère P d’un anneau A est dit premier si P L A, et si, pOUT 


tout a.b € À, la relation : 


aÂcCP—aer ou be P. 


LEMME 2.12. 


ble des élélments réguliers d’ur une partie multiplicative 


L’ensem , duo - anneau est 


saturée. 


LEMME 2.13. 


Toute partie multiplicative saturée d duo - anneau vérife 


e non diviseuTs de zéro d’un 
les conditions de Ore. 


LEMME 2.14. 
Soit À un duo - anneau, et soi 
p—aeP ou be P. 


+ P un idéal premier de A. Alors : 


(1) Y a,be Aabe 


st le complémentaire de P dans À, est une partie multiplicative 


(2) A\P, qui e 


saturée. 


Théorème 2.15, Théorème 2.16, Théo- 


Pour les preuves des résultats suivants 
rème 2.17, Théorème 2.18, Lemme 2.19, Thoérème 2.20, Corollaire 2.21) voir [3], 
[4] et [7]. 
THÉORÈME 2.15. 
Soit À un duo - anneau intègre et S une partie multiplicative saturée de À. Alors 
la relation R définie sur S x A par : 
! ! 
za = ya et xs — US; 


(s,a)R(s',a) — 1272,yES 


est une relation d'équivalence. 


Notations : 
(1) L'ensemble des classes d'équivalence modulo R définie ci-haut sera noté 


Ss7!(A). 


(2) Si (s,a) € S x 
A\P, (où P est un idéal pret 


de (s,a) modulo R est notée +: 


A, alors la classe 
1(A) est noté 


LE TS nier de À) alors 57 
AP: 


(4) Si S— A\{0} alors g-1(A) est noté par A0): 
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THÉORÈME 2.16. 
Soit À un duo - anneau intègre et S une partie multiplicative saturée de A. Alors 


la correspondance : 


S-1(A) x S—1(4) —+ 571(4) 


a à a a  zxa+ya 
me Rd ie 
s's ë. - 3 ys 
où r,y € S sont tels que TS — ys!, est une loi de composition interne sur S —1(A) 


et de plus, (S-*(A), +) est un groupe abélien. Dans le cas particulier où S = A\P, 


avec P un idéal premier de À, nous avons (Ap, +) est un groupe abélien. 


THÉORÈME 2.17. 
Soit À un duo - anneau intègre el S une partie multiplicative saturée de A. Alors 


la correspondance : 


S-1(A) x S—1(4) —+ 571(4) 


(: 1) a b zb 
_, —+ dm. 
St À ws 


où (w,z)ES X A, et, est tel que wa — zt, est une loi de composition interne sur 
S—1(A) appelée multiplication, et, de plus, (S-1(A), +, :) est un anneau. Dans les 
cas particuliers, Où : 

(1) S$ = A\P, avec P un idéal premier de À, alors (AP, +; -) est un anneau. 


Cet anneau est appelé le localisé de À en P. 


(2) S = A\{0}, (to) +: .) est un anneau. Cet anneau est appelé l'anneau 
de division de À ou corps de fraction de À. 


THÉORÈME 2.18. 
Soit À un duo - anneau intègre el P un idéal premier de A. Alors le localisé Ap de 


A en P est un anneau local d’idéal maximal Pp = PAP. 


LEMME 2.19. Soient À un duo-anneau intègre, 1 un idéal de A et P un idéal 


premier de A contenant 1. Alors A/I est un duo-anneau est P/I est un idéal premier 


de A/L. 


THÉORÈME 2.20. Soient À un duo-anneau intègre, I un idéal de À et P un idéal 


premier contenant I. Alors l’anneau (A/T)(p/1 €st isomorphe à l'anneau A;,/1, 


COROLLAIRE 2.21. Soient À un duo-anneau intègre, et P un idéal premier de 


A. Alors (A/p)&) 6st isomorphe à l’anneau A,/ Pr. 


DÉFINITION 2.22. Soient À un duo-anneau intègre et P un idéal premier de À. 
Alors l'anneau A,/P» est noté par K(P) et il est appelé corps résiduel de AP. 
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3. Couverture plate dans la classe des A-modules sans-torsion 


DÉFINITION 3.1. Soit M un A-module à gauche. Alors M est dit sans torsion 


st a.x = 0 pour tout a € À et x € M alors a = 0 ou x = 0. 
Notation La classe des A-modules à gauche sans torsion est notée par ST. 


DÉFINITION 3.2. Soient M un A-module à gauche, F un A-module sans torsion 
JF —2 M un morphisme de A-modules à gauche. Alors f est dit : 

i) ST pré-couverture si pour tout F' € ST et pour tout f!: F! — M il existe 
un morphisme h : F° —> F tel que f = foh 

ü) ST -couverture s’il est une pré-couverture et de plus pour tout 


h:F— F tel que f = foh alors k est un automorphisme. 


Pour les résultats suivants Proposition 3.3, Théorème 3.4, Lemme 3.5 et Théorème 
3.0, voir section 3 du Chapitre 1 de [12]. 


PROPOSITION 3.3. Soient f : F —> M une ST-précouverture et N un sous- 
module de M. Alors la restriction f/f7\(N) : f-1(N) — N est une 
ST-pré-couverture de N. 


THÉORÈME 3.4. Soient E un A-module injectif à gauche, F un A-module à 
gauche sans torsion. Alors un morphisme f : F + E est une ST-pré-couverture 
si el seulement si pour tout f': F" — E, où F' € ST, et F' est injectif, alors à 


est factorisable à travers f. 


LEMME 3.5. Soit d : G —> M une ST -pré-couverture. Alors il eriste un sous- 
module H de G non trivial vérifiant H C Ker 4 et tel que 
gp: G/H —> M soit une ST -pré-couverture avec ÿ — por où x est l’épimorphisme 
canonique de G dans G/H. 


THÉORÈME 3.6. Soit @ : F —> M une ST-pré-couverture de M vérifiant si 
H C Ker ÿ avec H non trivial et F/H € ST. Alors o est une ST-couverture de 
M. 


DÉFINITION 3.7. Soit À un anneau. Alors : 
i) À est dit semi-héréditaire à gauche (resp. à droite) si tout idéal à gauche 
(resp. à droite) de type fini est projectif. 


üi) À est dit semi-héréditaire s'il est semi-héréditaire à gauche et à droite. 


DÉFINITION 3.8. Soit À un duo-anneau intègre. Alors À est dit duo-anneau de 


Prufer s’il est semi-héréditaire. 
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THÉORÈME 3.9. Soit À un duo-anneau intègre. Alors tout A-module à gauche 


M sans torsion de type fini s'injecte dans un A-module libre de type fini. 


Preuve. Posons $7'(A) le corps de fractions de À, alors si M est sans tor- 
sion, S—!1(M) est un S71(A) espace vectoriel. Comme M est de type fini, alors si 
m — e EI # + . . 
— € S7'(M) et si (a1,a2, …,a,) est un système générateur de M donc il existe 
s 


@1,.….,Qn € À tels que m = aa; + … + a,a, donc 








m QG +. + Onün Q4; An An 

— = —— 7 — +. + —=— = 

s s 

Q1 €] An An . ai An à É— à 
Terres + —. 1” alors la famille 17 est un système générateur de 
S S 


S7'(M), donc S-1(M) est de dimension finie. 

(421 An 
EL “v.3 LE 
du S$7'(A)-module S$—1(M). Quitte à changer la numérotation des indices du Sys- 


Ainsi on peut extraire une famille {b1,..,b, } de { | libre et génératrice 


tème (a1,.….,a,) on peut supposer que 
a] a2 Am 
b — 


4 bo oi m # 
Posons M” le 4-sous-module de S—1(M) engendré par {b1, …., bn} donc M' est 


ji Om = 
[l 1 e 

un A-module libre de type fini car {b1,..,b} est une famille libre du A-module 
S71(M), et c’est clair que M s’injecte dans M’. O 


THÉORÈME 3.10. Soient À un duo-anneau intègre et M un A-module à gauche 
sans torsion. 


Alors M est injectif si et seulement si M est divisible. 


Preuve. Si M est injectif alors M est divisible. Montrons que si M est divisible 
alors M est injectif. Supposons que M est sans torsion et divisible. Soit Z un idéal 
propre de À et soit f un morphisme non nul de A-modules à gauche de Z dans M. 
Soit b € I tel que f(b) 0. Comme M est divisible il existe y € M tel que f(b) = by. 
Soit a € I alors il existe a’ tel que ba = ab, donc bf(a) — a f(b) = bf(a) = a/by = 
bay, et comme M est sans torsion alors f(a) — ay. Ainsi la condition de Baer est 


vérifiée, d’où £ est injectif. Q 


COROLLAIRE 3.11. Soient À un duo-anneau intègre et S l’ensemble des élé- 
ments réguliers de A. Alors tout S-1(A)-module libre est un A-module injectif. En 


particulier S'(A) est un A - module injectif. 


Preuve. Soit M un $-1(4)-module libre (M est un S—1 (A)-espace vectoriel). 
Alors M est un A-module sans torsion. Soient x € M et a un élément non nul 


| ee té 1 
de À donc -— € 57 (A) ce qui implique que — .x € M ; posons donc y = —,x on 
a a a 


1 
a alors a.y=a.(-.x) = (a x -).x = x. Donc M est un A-module sans torsion 
a 


divisible. Ainsi d’après le Théorème précédent M est un A-module injectif. Q 
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PROPOSITION 3.12. Soit À un duo-anneau intègre. Alors l’anneau de division 


A(o) est l’enveloppe injective de À. 


Preuve. Soit 
i: À — A(0) 
a 


G: +. 
1 


le morphisme canonique qui est un monomorphisme. Donc il suffit de montrer que 
à est essentiel car d’après le corollaire précédent A(o) est un A-module injectif. 
Montrons alors que à est essentiel c’est-à-dire que Zm à est essentiel. 

Or /m i = A. Soit Z un A-sous-module de A9), montrons que si ? 7 0 alors 
ANI 40. Soit x £ 0 et x € I alors il existe a € À et b € A\{0} tels que x = © or 


b 
x Z 0 donc a £0et br = a € ANI. Ainsi À est essentiel. Q 


COROLLAIRE 3.13. Soient A un duo - anneau et P un idéal premier. Alors 
l'enveloppe injective E(A/P) = (A/P)(). 


Preuve. D’après la proposition précédente comme A/P est un duo-anneau 
intègre alors 


E(A/P) = (A/P)&@) qui est l’anneau de division de A/P. 0 


LEMME 3.14. Soit À un anneau. Alors À est semi-héréditaire à gauche si et 
seulement si tout sous-module de type fini d'un A-module à gauche progectif est 


projectif. 


THÉORÈME 3.15. soit À un duo-anneau intègre. Alors À est semi-hériditaire à 
gauche (duo - anneau de Prufer) si et seulement si tout A-module à gauche sans 
torsion de type fini est projectif. 

4 

Preuve. Supposons que À est un duo-anneau intègre semi-hériditaire à gauche 
(duo - anneau de Prufer). Soit M un A4-module à gauche sans-torsion de type fini. 
Alors d’après ce qui précède M s’injecte dans un A-module libre de type fini et 
d’après le lemme précédent M est projectif. 

Réciproquement, il suffit de remarquer que tout idéal 7 de A est un A-module 
sans torsion. Donc si Z est de type fini, alors d’après ce qui précède 7 est projectif 


d’où À est semi-hériditaire c’est-à-dire un duo - anneau de Prufer. Q 


THÉORÈME 3.16. Soit À un duo-anneau intègre. Alors tout A-module à gauche 


admet une ST-pré-couverture. 


Preuve. Soit M un A-module à gauche. 
Posons H = Homa(K, M) où K = A(p). 
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Soit F = K() (le X-module libre engendré par H ). Soit g: F —> M défini 
pour tout (k,) € F, @(kn) = SE h(k»). 

Alors pour tout F' € ST et F' injectif donc F’ est de la forme 

= ® K,, ET (I est un ensemble d'indice) les X, sont isomorphes à X 
pour tout y € 1. D’après la construction de F tout morphisme @’ : F' —; M est 
factorisable à travers &, donc d’après le Théorème 3.4, ÿ est une ST-pré-couverture. 
(m 


LEMME 3.17. Soit O —> K <; F É, B —+ © une suite exacte courte de 
A-modules à gauche où F est un A-module plat. 

Alors : 

i) Si B est plat alors KNIF = I1K pour tout idéal à droite I de À ; 

ü) Si KNIF = IK, pour tout idéal à droite de type fini I de A alors B est 
plat. 


THÉORÈME 3.18. Soit À un duo-anneau intègre semi-hériditaire (duo-anneau 
de Prufer). Alors un A-module à gauche M est plat si et seulement si M est 


sans-torsion. 


Preuve. Soit M un A- né à gauche plat et soit L'un A-module à gauche 
libre tel que O — K RE SA M — une suite exacte courte où X = Ker B et 
i est le monomorphisme canonique. 

Alors d’après le lemme précédent pour tout idéal / de À on a : 
KNIL = IK donc en particulier. Pour tout idéal principal 7 de À, Soit a € A 
avec a Z 0 et m € M tel que a. m = 0. Soit m € L tel que S(m') = m alors 
am € KNaL = aK donc il existe k € K tel que am’ = ak — a(m’— k) = 0 et 
comme L est sans torsion alors m' — k. Ce qui implique B(m') — B(k) = m = 0. 
D'où M est sans torsion. Supposons maintenant que M est sans torsion, alors 
montrons que M est plat il suffit de montrer que que tout sous-module M! de type 
fini de M est plat, or M! est sans torsion car M est sans torsion d’où d’après ce 
qui précède M' est projectif donc M! est plat d’où le résultat. O 


THÉORÈME 3.19. Soit A un duo - anneau intègre semi - héréditaire (duo- 
anneau de Prufer). Alors tout À - module à gauche plat admet une couverture 


plate. 


Preuve. D’après le théorème précédent comme À est un duo - anneau intègre 
semi - héréditaire alors tout A - module est sans torsion donc d’après le Théorème 
3.16 tout À - module à gauche admet une ST - pré-couverture. Ainsi d’après le 
Théorème 3.18, tout A-module à gauche admet une couverture plate. 0 
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- anneau de Dedekind. Alors tout À - 


Soit À un duo 


COROLLAIRE 3.20. 
late. 


module admet ‘une couverture P 


Preuve. Voir [AÏ et |6|. 
meau de Dedekind est un duo-anneau de 


[1 suffit de remarquer que tout duo - a 
t À - module admet une couverture 


Prufer. Donc d’après le théorème précédent, to! 
plate. 0 
COROLLAIRE 391. Soit À un anneau de valuation discrète NOT nécessairement 
+ une couverture plate. 


commutatif. AlOTS tout À - module adme 


ssairement commutatif , alors 


héréditaire ainsi d'a 


plate. 


Preuve. Voir [A] et (6. 
in anneau de valua 
neau de Dedekind, donc 


tout À - module ad 


non néce 


tion discrète 
près 


Gi À esti 
ns 


A est un duo - an 


le théorème précédent 


A est germi - 


met une couverture 


les complétés des 
u intègre 


1d AetM un A-module 


re plate dans 


4. Couvertu 
ns un duo-annea 


A-modules da 


0-anneau, L'un idéa 


4.1. Soient A un di 
0. 


DÉFINITION 
+ dit I-séparable st ( ["M = 


à gauche. Alors M es 
nEN 
A et M un A-module 


qu I un idéal de 
été de M la limite_inveTse noté M = lim M/I"M 


thérien local. Alors 
plété de A. 


DÉFINITION 4-2. Soient À un duo-anirie 
à gauche. On appelle 1 -compl 


ME 4.3. Soit (A,m) un duo-anneau n0€ 


THÉORE 
À - Hom a (Œ(A/m), E(A/m)) où À est le m-com 
Notation 
TX) Si e X 
AUX) le m- complété du A-module libre AC, où X est un 


On note par Te 
d'indice et A un 


44. x T/mT est 
e local d’idéal marimal m: 
e PP-complété du Ab 
un idéal premier 


duo-anneau local d’idéal maximal m. 


ensemble 
re sans torsion où A estun 


REMARQUE un A/m module lib 
duo - anneau intègr 
x On note par Tr l 
anneau intègre et P 


-module libre engendré par X où À 


de À. 


est duo x# 
al maximal M. Alors le m- 


au local d'idé 
été de M. 


A est un duo - année 
est dit le compl 


Par suite, si 
n À - module à Ball 


complété M du che 
LEMME 4.5. ( Théorème de Matlis) 
A un duo-anneau intègre et P un idéal p 


À, © Homa(E(4/P}, E(A/p)): 


remier. Alors 


Soient 


122 MOHAMED BEN FRAJ BEN MAAOUIA AND MAMADOU SANGHARE 


DÉFINITION 4.6. Soient À un duo-anneau intègre, P un idéal premier de À 


et M un À, -module. M est dit Matlis réflexif, si le morphisme canonique : 
M + M'* = Hom(Hom(M, E(A/p)), E(A/p)) 
Mi 9m: Hom(M,E(A/P)) — E(A/P) 
fr: ep jm) 
est un isomorphisme. 


THÉORÈME 4.7. Tout A,-module Matlis réflexif admet une couverture plate en 


tant que A,-module où À est un duo - anneau intègre et P un idéal premier de A. 
Preuve. même preuve que [12], (Lemme 3.1.5). O 


PROPOSITION 4.8. Soient M un À,-module Matlis réflexif, alors M admet une 
couverture plate en tant que A-module où À est un duo - anneau intègre et P un 


idéal premier de À. 


Preuve. On a M © MYY, M est pur injectif en tant que À,-module, donc 
il admet une couverture plate f : F — M en tant que À,,-module d’après [12], 
(Lemme 3.1.5). Alors f est une précouverture plate de M en tant que A-morphisme. 

Soit g : G —> M un A-morphisme, avec G plat, alors on a la factorisation 
G— G@ À, — M car G@ À, est un À, plat, ainsi G @ À, — M est un À 
morphisme donc F — M est une pré-couverture plate d’où F est un A-module 
plat. m 

LEMME 4.9. Soit À un duo-anneau intègre noethérien et P un idéal premier de 
A. Alors : 

i) Pour tout s € A\P, l’endomorphisme de A-module à gauche 

e:E(A/P) — E(A/P) 


Le 1 > ST 


est un automorphisme ; 


ü) E(A/P)=U An, où À, = {x € E(A/P)/P'x = 0}. 


THÉORÈME 4.10. Soit A un duo-anneau intègre noethérien, p € Spec(A). 


Alors pour tout ensemble X non vide, on a 


ne, 


Homa(E(A/p), E(A/»)®) est isomorphe à Ty = A, 


Preuve. Soit le morphisme 


Em. 


a : Homa(E(A/p), E(A/p)®)) — A9) 


définie par a(f) — (g; o f) pour tout f € Homa(E(A/p)), E(A/p) 9) où qx : 
E(A/p)) == E(A/p) est la projection canonique. 
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Alors qrof € Homa(E(A/p), E(A/p)) = À,. On la suite (r+) = (gx © f) vérifiant 
r, — 0 sauf pour un nombre fini d'indices x et lim ri, = 0 

Pour toute suite (x;) d'éléments distincts de X. Ainsi 

E(A/p) = UAn, f(U An) = Uf(An). On à rx = gx0f = 0 sauf un nombre fini. 
Soit (x;) une suite d’éléments distincts de X. On remarque que 

qx,.0f(An) = 0, pour à très grand ce qui implique que rx, € P'À, pour à très 


grand et limr;, = 0. Il est clair que a est injective. Montrons que @ est surjective 
—ù 


(rx) € Af°), on définit (y) = (rk(#)) € (A/p)°°. 

Alors lim r,, = 0 pour toute suite (x) d'éléments distincts de X on a pour tout 
y € An Tx (y) — 0 sauf pour un nombre fini de x € X donc 
f € Homa(E(A/p), E(A/p)®)) et a(f) = (r;). D'où a est un isomorphisme. D 


TuéorèMEe 4.11. Sous les hypothèses du théorème précédent, le morphisme 


canonique @ : Tp —+ (K(P))®9 est une couverture plate. 
rs 
Preuve. Pour tout idéal premier p de À et pour tout AÀ,-module A), On a : 
” xs = 400 
T, © Homa(E(A/p), E(A/p)®) = A5”. 


K(P) = (A/p}» et K(P)@x, Tr © To/P Tr = K(P)®). On a ainsi pT, est 
pur injectif, P(I A?) = JI (pA,)9 et d’après [12], (Lemme 3.1.4). T, est plat 
donc le morphisme canonique 7 : T, — Th /pT, est une pré-couverture plate. Or 
TRE SUR (P)) donc le morphisme canonique 4 : Ty — K(P)®) est une 
pré-couverture plate. 

Montrons que w : T, —+ (K(P))®9 est une couverture plate. 

Soit la suite exacte 


pts 3 TS KP) 5 0 


ÿ est une pré-couverture plate. Supposons qu’elle n’est pas une couverture plate 
d’après [12], (Théorème 1.2.7) il existe une décomposition de 

T,=G@K et une couverture plate Ÿ : G—+ K (P)A) tels que 

K = Kery et K C Ker y = PT,. En déduire que PK = K, alors K = 0 car T7} 
et K sont p-séparables. D'où le résultat. O 


LEMME 4.12. Supposons que $ : F — M est une couverture plate. Si F = 
F@P et M = M @® M, tels que Q(F;) C Mi, où i = 1,2. 


Alors w/F; : Fi; —2 Mi sont des couvertures plates. 


Preuve. Voir [12]|, (Proposition 4.1.7). O 
Les lemmes suivants sont nécessaires pour la caractérisation des modules de 


cotorsion plats. 
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LEeMME 4.13. Hom II Ts To] = 9 


rpg aq 


Preuve. On à 1» — Hom(E(A/p); E(A/p)®)), 


et Hom I[ Ts Ti Hom II T, & E(A/p), sun) 


p£aq pa 
[1 suffit de montrer que 


[In & EW/») = à: or EtA/p)= LA 5 ". 
p£aq 
où À, vérifiant p” A, =0.Sipga alors il existe s € p et 5 4 q, donc 5" d q ainsi 
s"T, © Ta, ainsi ON à T, ® An © 5" T4 ® A, © Ts ® 5" An = 0: Alors (TI Ta) & An = 
[I (Ta à A,) = 0, donc 


Unies )=117TS (UA.) = In e £4/) 7 0 


£a p£a p£aq 


d’où le résultat. O 
COROLLAIRE 4.14. Hom(As; À,) O0 siel seulement st p C q- 


Preuve. Sip£ q d’après ce qui précède H om(Ay: À,) —(. Sipcqona 
À = Hom(E(A/p); E(A/p)) et À. @E(A/p) = ® E(A/q')"* où g € Spec(A). Or 
comme Àg —? À est une enveloppe pure injective alors A4®E(A {p) — À@E(A/p) 
est. une envelopppe PUrE injective alors 
A, ® E(A/p) = E (A/p}0, où Y est un ensemble quelconque, ainsi À, ® E(4/p) 
est isomorphe à E (A/p)®9. D'où H om(Ây; À?) contient une copie de As: Q 


COROLLAIRE 4.15. a) Soit À un ensemble quelconque. Alors A? est le complété 
d'un AÇ-module libre. 


b) Tout complété d'un A4-module libre est somme directe de AX 
Preuve. a) On à : j'a Hom(E(A/1); E(A/q)* ); E(A/q)* = @E(A/p)",; 
où pcg.Etsip CG q Hom(E(A/), E(A/p)) = 0, donc 
Hom(E(A/q), E(A/q)*) = Hom(E(A/9), E(A/q)°7) = Ta- 
b) Supposons que T, est le complété d’un A4-module libre, 


alors Ta = Hom(E(A/q); E(A/g) °°). Or Hom(E(A/a), E(A/9)%) est somme 
directe de E(A4/ q)) d’où le résultat. 


LEMME 4.16. Soit 5 > 9 ét H — II T,. Alors si H — H, @ Ha, donc 


ht(p)=s 


T, = Ur ® VW tel que Hi = IT Un H> = II VW. 
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Preuve. Soit f : II T, — II T, alors f — II fn : (Ep) 2 (fo(&p)); 


ht(p)=s ht(p)}=s 
où fh = Bo foaoù B : II T, — T, est la projection canonique et 
ht(p)=s 
ai Le + II T,, est l'injection canonique, et comme d’après ce qui précède 


h(t)(p)=s 


Hom I[ Ty, Ty | = 0, alors pour tout p, et pour tout 


qéP 
h : II Ty, — Tps ROo = 0 OÙ Go : II y —+ II T, est la surjection 
ht(p)=s IÉDo ht(p)=s 


canonique. 


Alors pour tout (xp) € [[ To si f(&p) = (V9) alors Y, = f(x) d'où f — Il 
ht(p)=s 
Goit maintenant r : H —+ H la restriction sur A: vérifiant Ker r = H2 d’après 


ce qui précède r = (r,) = [[r,, alors pour tout p, Ty» : T, — Tr, vérifiant 
T, = Im(r,)® Ker(r,). Posons U, — Im(r,) est le complété d’un À,-module libre. 
Posons de même pour V, — Ker(r,), d'où le résultat car Im(r) = JT /mr,) et 
Ker(r) =]II[Ker(r,). O 


LEMME 4.17. Soit X © Spec(A), et soit q un élément maximal de X. Alors 


II %\ Ir 


pEX __ pEX 


gl l= 
or] @% 


pEX peX 


Preuve. Comme q est maximal dans X, q T, = Ty donc pour p € X, p # q- 
Alors 


[I r)- HEIN Tr 


pEX p#q 


a[[l + @ T “1 + 


pEX pEeX pEeX 


LEMME 4.18. ee F5 C El T, est une enveloppe pure injective, où 
PEY PEY 
Y © Spec(À). 


Preuve. On remarque que [[ T, est pur injectif et @T, est un sous-module 
pur de [[ 7,. Soit D; l'enveloppe pure injective de @T,, donc 


@ T,CD:CII Ty: Soit DJ un sous-module de Ï][ T, tel que 
[1 T = D: @ Do. Soit X l'ensemble des q € Y tel que la restriction de la projection 
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ÎT 7 —T, sur D: est non nulle. Alors D; C Il 19. Supposons que X 4 ( et 
pEX 
Soit q € X maximal dans X. Considérons la projection [[ T, —+ D, alors la 


restriction El T, —> D: est une Surjection qui contient ee 7, dans son noyau, 


pEX pEX 
d’où on a la surjection 
Il 


pEeX 
— —+ Do 
Dr, 
pExX 
car d’après ce qui précède gD> = D: puisque D; € Il T,, donc : 
pEexX 


+00 +00 
D: C à q” II T, C El ci (g” Th) 
n=1 n=] 


pEeX 
+00 
comme f) g'Ty — 0, donc le morphisme D> —; T, est nul ce qui contredit 
n=1 
l’hypothèse X 4 donc X = ÿ, D = 0 et d’où @ T7, CI] 1, est une enveloppe 
pure injective. O 


THÉORÈME 4.19. Soit F — El Th, avec Y C Spec(A). S'upposons 
pEY 
F = DŒ@H. Alors D = II U, où U, est le complété d’un A,-module libre. 
pEY 


Preuve. Soit F, — El T,, F1 =0 alors, 
ht(p)<n 


és TLiE ÉETE D &..@lII T,@... 
ht(p)=0 ht(p)=1 ht(p)=n 
d’après le lemme précédent UREF> II 7, est une enveloppe pure injective. 
D’après ce qui précède, pour tout endomorphisme f : F —; F', f(Fh) C F,. Donc 
si F = DH alors F, — Dh @ Fh. Alors UF, — UD, EUX, c D6ÉH-F 
est une enveloppe pure injective, d’où UD, C D est une enveloppe pure injective 
or F,/F,1 © D, /D,_., ®H,/Hh_1 et Fn/Fn-1 II 1,. Donc d’après ce 


ht(p)=n 
qui précède pour tout p € Y’, il existe U, et V, tels que 


Th = Ü,, @ V, tel que D,/D,,_1 © II U,,. On a 
ht(p)=n 


D,E| I] ZOO I UD... 


ht(p)=0 ht(p)=0 ht(p)=1 
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car l’enveloppe pure injective de 


II U, | & II Un®...est II U, et ainsi D& TÏ] Üé: O 


ht(p)=0 ht(p)}=1 peY peY 


DÉFINITION 4.20. Soit C un A-module. Alors C est dit module de cotorsion 
si Exti(F,C) = 0, pour tout A-module plat F. 


THÉORÈME 4.21. Soient A un duo-anneau intègre noethérien et F un A-module. 
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) F est une couverture plate d’un A-module de cotorsion. 

2) F est plat et de cotorsion. 

3) FETITT,, P € Spec(A), où T, est le complété d’un A,-module libre. 


Preuve. (1) —(2) soit $ : F —> M une couverture plate où M et un A- 
module de cotorsion. Alors Kerç est de cotorsion, ainsi d’après [12], (Proposition 
3.1.2) F est de cotorsion. 

(2) — (3) F est somme directe de Hom(E1, E2) où E1 et E> sont deux A- 
modules injectifs. Donc d’après le Théorème de Matlis (Lemme 4.5) 

= © E(4/p)%% donc Hom(Ei, E2) © [] Hom(E(A/p)), E2) or 

pESpec(A) 
Hom(E(A/p), Hom(A,, E2)) © Hom(E(A/p}, E). 


Comme Hom(A,, E2) est un A,-module injectif d’où Hom(A», E2) © @ E(A/a), 
où q € Spec(A) et qC p. 
Donc Hom(E(A/p), E2) © Hom(E(A/p), E(A/p) 9) =T, où X est un ensemble 
d'indice donc F est somme direct de [[] T,. Ainsi d’après la preuve du théorème 
précédent F TT T.,. 

Montrons que ce produit est unique à isomorphisme près. 


Soit G = [T T3. Si q € Spec(A) et q É p, alors soit s € get s  p, le morphisme 
e: E(A/p) —+ E(A/p) 


T ho} ST 


est un isomorphisme et qT, = T,. Si q C p, alors (q" A9 = 0 car Np" A8 = 0 
donc fg" T,, = 0. 
Soit q € Spec(À) fixé posons : G’ = f g"G, si q Ÿ p, alors 
G'=ITI(N 4° T,) = II T,, et H = II PT, si q C p. Alors G = G'@H, G/G' = H. 
or H-T,® [I T,. On a donc M) (N p'H ) = T,, pour tout idéal premier p. 
qaGp qaGp 


Donc pour q € Spec(A) fixé T, est isomorphe à N) (N p" (G / æ& g"G)), donc F, 
q@p 


1 


est unique à isomorphisme près. 
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(3) —+ (1) Soit m(À,,) l’unique idéal maximal de A, Alors la suite : 
0 — m(À,) Th — TT, — k(p)) 9 
est exacte. Donc la suite - 
0—+ Tim À,) 7 2 Fr IL #@) 0 
est exacte. 
Or le morphisme CanOnique 7, —; k(p)°) est une Couverture plate, donc le mor- 


phisme I] T, —; IT kb) est une couverture plate c’est-à-dire F — IT 7, est 
ne couverture plate de [T k(p)(*). O 
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